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Существоване поверхностей, имёющихь только одну сторону, 
было впервое замбчено почти одновременно Меблусомъ ‘) ин 
„Чистянгомъ *), предложившими очень простой наглядный пре- 
м$рь въ пояснеше ихь мысли. Съ тхъ порь чиело отдфль- 
ныхь примёровъ одностороннихь поверхностей значительно 
возросло; но вс эти поверхности ветрётилиеь. пря рёшещи 
другихь вопросовъ, такъ сказать, случайно. Собственно теори 
одностороннихь поверхностей посвящен, насколько я. внаю, 
только оданф мемузрь русскеге математика Н.Б. Делоне въ 
26 томф ВоШеНа 4е 18 зоее Мыпешанаию, 48. "Ргаисе Е 
1898 годъ *}; но этоть неифары каозется только. паверкностей 
линейчатыхь, и далеко не исчерпываеть вопроса, 

Изь числа составителей учебник тольже едишь. Дарбу въ 
своемъ общирномь травтатВ ‘} удфаяеть односторонним по- 


1) С». Мои, безышшейе \Уегке, Ва. П, 3. 484. 

2) Си. Тлзбид, АБраа@иев 4. Кбоый. @езеЛвевай дог \Укве- 
зорайен о Софилеет, В, 10, » зокже Зее, Ма\Метаивене Апвеет, 
Ва. 52, 5. 598, тяБ указывается на проритеть Листинта иередь Мб- 
Яусонь. 

3) М. авитау. Ребопв эпг 108 затасоз п’вуаль ды’ои 6046, 
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верхностамъ мфето въ разм5рЪ двухъ короткнхь параграфовъ, 
гхЁ онъ праводигь всего одинъ примёръ, сообщенный ему 
энглйескимь профессоромь Смитомъ. 

Мн думается, что знакомство съ односторонними поверхно- 
стяви бызо бы женательно сдфлать общимь достодшемт вожхь 
лиць, изучающихь математику, п ввести ого даже въ рамки 
университетекаго преподаваня, что `вполн®. возможно вБЪ.вилу 
простоты вопроса. 

Настоящая [занфтка имфоть цфлью въ короткихь словахь 
изложить сущность дёла такъ, какъ она мнф представляется. 


‚Вов т поверхности, съ которыми мы вотрфчаемся вначахв 
вашего знакомства съ гоометрей: сфера, эллипеоидь, оба ги- 
перболоиха и т. д. суть поверхности двухстороныя въ томъ 
смыслЁ, что наблюдатель, идунйй по одной изъ сторонъ такой 
поверхности, никакимь ненрерывнымь движешенъ не можеть 
придти на другую. Напримфрь, наблюдатель, двигающйея по 
наружной поверхности сферы, никакииъ непрерывнымь движе- 
шемь не можеть придти на внутреннюю, - 

Это предотавлене постепенно хёлается намъ настолько при- 
вычнымь, что мы начниаемь считать его присущимъ всякой 
зюверхнести, и даже предположёне о существовыи поверх- 
ностей объ одной сторон кажеть съ перваго взиляда. парадон- 
<сальнымт, у 

Чтобн ‘наглядно показать существоваше такнхь поверкио- 
стей, Мейусь и Листингь, какь уже упомянуто выше, пред- 
ложихи вебьма простой првмфръ: возьмемь длинную полосу 
бумаги въ вяхф прямоугольника а В сд (черт. 1) и, пере- 
крутнвъ его на 180°, склеимъ узкнми сторонами выфстВ такъ, 
чтобы точкё с совпала съ а, а точка 0 съ Б. Полученная 1а- 
кимъ ‘образомъ модель (черт. 2} изобразнгь часть односторон- 
хей поверхности, хотя листь бумаги имфеть дв стороны, или, 
какъ мы лучше будемъ говорить для отлиЧя понамй, имфеть 
два бока. 

Въ саиомь хзяь, выйдемъ изъ какой-нибудь точки М, ложещей 
на модеки Мебтуса-Листинга, и будемъ двигаться непрерывно по 
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лини, пвраллельной краю поверхности; посл одного круговаго 
обхода мы не вернемся къ точкз выхода: ны будемъ находиться 
въ томъ ще мёстВ, но съ другого бока поверхности, 


Чер. 1. : ` Чер. 2. 


Если мы ‘будемъ представлять себ при этомъ движени ось 
наблюдателя иаправлонной по нормали къ поверхности оть 
его ногь въ гоовф, то занфтимь, что поел сказаннаго 0б- 
хода ось будеть инфть направлеше прямо противоположное 
первоначальному. 

Если мы обозначимъ косинусы угловъ нормали къ поверх- 
ности съ осями координать въ точкё М передь началомъ 
обхода черезъ 


6035, 6058, с0зу, 


то косанусы тавихь же угловъ послё кругового обхода, когда 
мы вернемей хъ мёсту выхода сь другого бока поверхности, 
будуть соотвфтётвенно равны: 


— 08а, — 6088, — 6081. 


Короче говоря, обходь, приводящий къ нВету выхода съ 
противоноложнаго бока поверхности, измёняегь знаки у соза, 
©0538, созт, не мВняя ихъ числовыхь величине. 

Сказанное о поверхности Мёбуса-Листинга примфнико ко 
венхой односторонней поверхности: существоване обходовъ, 
п0слВ которыкь координаты получають первовачальныя зн8- 
чеши, а косинуеы угловь навлоненя нормаля только изнёияють 
знаки, — служить характериымь признакомъ односторонней 
подерхиости. 
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'Явлиется вопрос: 1) какъ обнаружить существоване обхо- 
жовъ, облалающихь скаваннымт свойствомъ, когда поверхность. 
дань свонмъ уравнешемтъ, 2) вакъ составить уравнене поверх- 
ности, чтобы на ней быши обходы, имющуе разсматриваемое- 
свойство. 


Бужемъ выражать изучаемую поверхность тремя уравненями 
съ двумя параметрами %, ©: 


2—9 5), уефа, 9), #=у(и, 9). {1} 


Для простоты разсуждешй ограничнися т$ыт, случаемъ, когда 
ф; $, Х суть однозначныя функщи аргументовь’ и, 9. 

Вевкой пар величинъ и,  будеть соотвфтствовать опре- 
дфленная система величин координать 2, у, 2, и, слёдова- 
тельно, опредфленная точка на поверхности (1); но не наобо- 
роть: точкф, данной на поверхпости (1) своими координатами 
2, 9, 2, монзиз иногда соотвётствовать нЪеколько паръ вели- 
Зинъ и, и. 

Возьмемь двф тая пары различныхе значешй и, ди и, 9, 
соотвфтетвующя одной и той же систем величинъ х, у, г 
координать, опредфляющихь на поверхности (1) нёкоторую 
точку М. 

Будемъ для краткостя рфча представлять себВ и, 9, какъ 
Декартовы координаты ифкоторой точки на вепомогательной 
плоскости, которую мн назовемь плоскостью (и, $). Тозкв 
плоскости (и, 9), соотвётетвуюнщя в, Фи %, 5 обозначимь 
буквами Ми М. 06% точки Ми М соотебтствують одной в 
той же точкё М на поверхности (1). 

Вслкой лиши на плоскости (м, 9) соотвётетиуеть опредь- 
ленная лия на поверхности (1); линн ММ соотвфтотвуеть 
на поверхносхи (1) кривая, начинающаяся и оканчивающанся 
въ М. ТЪмъ не менфе, въ случа односторонней поверхности, 
эта лиюя не всегда будоть замкнутая: можеть случиться, что 
начало и конець. этой ливи лежать съ двухъь различныхь 
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боков въ одиомь и томъ же мфетЕ поверхности. Больше того» 
въ случаВ односторонней поверхности тая лиши непремфнно 
должны существовать. 

Посмотрим, какова связь между величинаии , у и и, 7, 
<оотвфтствующими одной и той же точкё М поверхности (1). 

Изъ самаго условя ихъ опредфлешя слёхуегь, что величины 
4, тит, в, связаны уравнешяии: 


$ (и, ъу-оци, 3), (и, в) =, ®), Хв,ъ) == (и, 5). > (2) 


Будемь разсматривать равенства (2), какъ систему трехъ 
убавнешй съ двумя неизввотныия й, 5, озитая величины м, © 
данными. 

Уравнешя (2) непремённо соемфстны и имфють, вообще 
товоря, нёсколько паръ рёшен!. Одна изъ нихь будетгь: 


но Такъ Багъ по нашему предположеню существуюгь вели- 
чины %, ©, отличныя оть м, 9, то уравнешя (2) инфють по 
краёней мфрф олну пару рёшенй вида: 


Им, #), Ви, 9), 6) 
тд Ки, 5), Е(ь, ®) неравны соотвЁтетвенно %, т. 


Формулы (3) для каждой пары дёйствительныхь везичимь 
м, $ должны даль пару дёйствительныхь зваченй #, 5. Чаще 
всего Дм, #), (и, 5) будуть фуньщями однозначныме; и въ 
такомь случаВ обратныя имъ функщи, т. е. опредфляющя %, 
$ 10 й, 9 зоже будуть однозкачны. 

Мы буденъ имфть въ виду именно этоть простёйпий случай. 


Обозначая для краткости функщональные опредфлитоли 


я а 4 д_ д и и 
ди’ ди о и’ би ди 


= 6 — 
овыволами: (9, $), ($, х), (%'®), в полагая 
Во у’, до, 5 (4) 


мы предетавиит косинусы угловь наклонена нормали въ точеЕ» 
М форнулами: 


08а =, 6038 я, 6087 = ©. (5) 


Такъ какъ точка М можеть быть взата по нашему желанно 
на томъ ниши другомъ бокф поверхности, те знакъь передъ ра- 
дикаломъ въ знаменателяхь можеть быть взять какой УГодно; 
длн опредёленности выберемъ одинъ знакъ, положинт, +. 

Когда мы совершимь путь ММ на плоскости” (м, $), точка 
из поверхности {1), соверщивъ обходь, вернется въ М съ 
того или другого бока; коорливаты получать прежыя значены, 
а косинусы угловъ наклоневя нормали вырезятся формулами: 

соя — 2 Ю, со 99), со @ 9, 
УЕ . ув 


18 ($, 7, $9), С, 9, Е разнятся огь (9,4), $, (7, 5}, 
В только замёною и, © ва #й, ©. Какой будеть стоять знакъ 
при радикал въ энаменателяхь, мы заранфе не знаемъ: знакь, 
будеть такой же, вакъ въ началЬ пути, т.е. +, если функщя 
УЕ въ точеше пути ММ или ви разу не мфняеть знака, или 
нзняеть его четное число разъ, знакъ будеть —, если функ- 
ща УЯ зъ течен:е путя ММ иёняеть знаыь одинъ, ил, во- 
обще, нечеёное число разъ. Бакъ всякая непрерывная функ- 
я, УВ можеть азыбнить свой знакъ только проходя черезь 
нуль изн черезь безконечность; & это будеть только тогда, 
когда подкореняая величина В проходвть черозь нуль из 
черезъ’ безконечность, 

Если нули н безконечности функщи Е лежать вЪ стдвль- 


ныхЬ точкаГЬ няоскости (м, 9), то можно провести путь ММ 


(ву 


т 


такь, чтобы онъ.миноважь эти точки; также точно, ‘ебля нула! 
или безконечности фупкщи Е составляють непрерывный. лан, 
ке раздёляющя точки № и М другь оть друга, можно . про- 
вести линно ММ такъ, чтобы на-ней фунещя В`нагдв не обра- 
щалаеь ли въ нуль, нк въ безконечность. Въ. обовжь этижь’ 
случаяхь радикаль УЁ на всемъ пути МА ни разу знака не 
язмёнить. 

1. Разомотрныь сначана именно этоть случай, когдь ради- 
жаль УЁ на пути ММ остается конечнымь и отличнымь оть 
нула. 

Чтобы узнать, имфють ли величины (5) и (6) одинаковые 
внаки, достаточно сравнить числители величинъ (5): 


фж 09, 9 (7) 
съ соотвфтотвующиеми числителями величиаъ (6): 
ФЛ, 99, ©, 9. (8) 


Выражения (8) получаются изь (7) помощью подстановки ($) 
обозначая функщюнальный опредфлитель этой подстановки 


9 0Е 9 аЕ 


96 № 94 


ениволомъ (№, #), будемь выть: 
фоввфх, узко рфВ =. ©) 


Отеюда ясно, что если величина (р К) отрицательна, то 
величины (8) нифють знаки противоположныя знакамъ вели- 
чимъ (7); тБмъ же свойствомь обладають и величины (5) и 
(6); поверхность (1) навёрно односторонняя. 

Если величина ($ Р) оказывается положительной, то обходь, 
соотвфтствующй пути ММ на, поверхности (1), не мвняеть 
знаковъ у сова, созВ, ©051; обходъ начинается и оканчивается 
съ одного и того же бока поверхности (1); если всё пути, 
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подобные ММ, для: разсыатриваеной повертиости не ифияють 
звацовь у сова, с08 В, е08 у, то поверхность (1) будеть двух- 
сторовнею. 

П. Обращаемся хь случаю, вогдь В разна нулю во вобхь 
точкахъ нбкоторой лиши 


Ми, ®)==0, (10) 


и равна безконечности во веёхь точкахь иёкоторой другой 
хривой. 


вер о). (1) 


Это значить, что. воз три фунещональныхь опредёлителя 
{ $, $», ©, $) обращаются въ нуль всюду на кривой 
(10), и по крайней ыфрВ одинъ изъ нихъь равенъ безконеч- 
ности во вобхь точкахь кривой (11). 

Въ сравнительно простыхъ, случаахъ, съ которыми прито- 
дится вотрёчатьея при изучени отдёльныхь примёровъ одно- 
етороннихь поверхностей, можно подобрать ташя пфлыя ноло- 
жительныя стешеня # н $, чтобы выраженя 


в в *, 
БФ, Кб 5, Е, (2) 


(76 Л яр суть дфвыя частя уравневй (10), (11)) не обра- 
щелись одновременно въ нуль и сохраняли конечныя величины 
во вофхъ точкахь обфихь лин (10), (11). 

Обозначая для краткости величины (12) букизми т, уси 
полатая 


Каан, (13) 
мы представимь выражена (5) въ такомъ вядё: 


ы созВ = 2 °. 
У УЕ, 


Такъ вакъ А, можеть обратиться въ нуль, или въ бозконечиость 


созх 


(14) 
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только въ отдфльныхь точвахь ‘плоскости (и,`9), то можно 
подобрать линию’ ММ тагь, чтобы УВ, ‘постоянно’ на ней с0- 
хранялю одинъ и тоть же знакъ. 

Пеэтону, вели подстановка (3) мёнаоть знаки числителей 
форыуль (14), т. в, п, р, с, то поверхность (1) буеть. одно- 
сторанияя. Если же знаки т, р, с оть подстановки (3) нб 
иБнаются, то обходь, соответствующий пуга ММ заминутый: 
онъ начинается и озанчивается съ одного и того же бока по- 
верхности (1). ` 

Въ отдёльныхь примфрахь формулы (5) обыхновенно пря- 
водятся къ виду (14) простымь сокращешемъ дробей. 


ПроетЬЯшее ивъ рашональныхь преобразован двужь пере- 
мывиныхь +, $ есть, понятно, лянейная подствновкй зида: 


64+ _ _ вв 
Я ред’ = сей ` 65) 


Функцональный опредбхитель {/, Х") дли этой подстановки 
выразится такъ: 


_ (аа 9) а8—ву) 
ФР еде" и® 


Его знакь опредфяяется знакомъ постоанизго числа: 
(9—ы)ё—Ву. ат) 


Если функции 9(и, %), Ф(а, ®), у(и, ® инварьанты отноея- 
тельно подстановки (15), гдв 


(9—5) (8—8) < 0, 
и ебли при этомъ В не принимаеть нулевыхь в безконечныхь 


значени ни при какихъ дьйствительныхь коночныхь 4, 7, или 
принимаеть тая эначеня только въ отдёльныхь точкахь плос- 
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кости: (4; $), то поверхность (1) навёрно односторонняя. Если 
же $; х инварьянтны относательно подставки (15), но выра- 
жеше А обращается въ нуль или въ безконечность во войхъ 
точкахь ифкоторыхь лнвй нь плоскости (и, $), то мы приве- 
демъ формулы (5) къ виду (14) и посмотримъ, мёняютъ ли 
т, рб свои знаки подъ. вщянемъ подстановки (15). 

Это короткое правито дасть возможность найти сколько угодно 
примбровъ одностороннихь. поверхностей; и заиёчательно, что 
воВ уже ранфе найденных одностороншя поверхности,. по врай- 
ней нзрЁ инф извфстныя, будучи выражены надлежащимь 
образомъ уравневями вида (1), остаются неизиёнвыми оть н- 
которыхь линейныхь преобразован! вида (15). 


Раземотримъ примёры; 

Прямёръ 1.. Цилиндроидъ: 

Назертимь ва поверхности прамого круглаго цилинхрь ли- 
ибо синусовъ такъ, чтобы осью ея служило круговое ббчеше 
цилиндрической поверхности плоскостью, перпендикулярной хъ 
ея образующиит, 2 ‘длина одной волны равнияьсь длиив поло- 
вины этого круговаго сБЧеня. Геометрическое мёсто прамыхъ, 
лересёкающихь какъ эту линю сняусовъ, тавъ и ось цилиндра 
Я вЪ то же вреня перпендикулярныхь къ оси, — есть жиней- 
чатая поверхность, называемая уилиндроидь, 

Уравяеще ея таконо: 


22") — Злу0. 


Мы найдемъ особыя точви поверхности, приравнявь нулю 
частных производныя дфвой части ея уравнения: 


42—у—0, у—д—0, ду" 0. 


Отсюда `слёдуеть, что’ поверхность ныфеть особую (двойную) 
ино; . 


2—0, у==0. 


— и - 
Эта лиш я есть ось’, 
Ту же поверхность можно представить тремя уравненями: 


Ф—сови, У=езии, 2==5ш2ы, 


Правыя частая этихъ ревенствъ пнварьянтны относательно 
линейной подстановки 


#—ит, 9== 9. 


Функщюональный опредфлютель этой подстановки равенъ —1. 
Косинусы угловъ нормали къ поверхности выразятея такъ; 


— 251446039 250345032 
603% =: = — 
У И 


ТА: В-=4соз" ино. 
Эта величина обратится въ нуль только въ отдЛЬНЫХЬ т09- 
вахъ плоскости (и, 9), га 


6082и—0 и 9—0; 


з въ безконечиость она вигдф не обратится въ конечныхь 
точкахь плоскости (4, т). 


“Тавь какъ числотели полученныхь выражен с0зх, с03В, 
608% ифняють знакь оть подставки 


Фит, 9—4, 


то можно утверждать, что цилиндроидь поверхность односто- 
ронная, 
Примёръ 2. 


Если въ эллиптической точеВ какой либо поверхности про- 
водить всевозможныя нормальны сученйи и строить овружности 
иривизмы этихь нормальныхь сВченйй, то геометрическое ифото 


— 12 
вофхь такихь окружностей кривизны будеть поверхность, ко- 
торую можно выразить уравнешями: 


#— 51140080 ЭШизИи 
асов --ИаНИе У азсовь-ьоАЫ , 


сова 
ие лиИИ 
д'сози-- Био 
Правыя части этихь равенствь инварьзнтны относитезьно 
линейной подхствновкй: 


#— —, б=е+т. 


Исключивт %, 9, предетавимъ уравнеше поверхности въ та- 
кой форм: 


(ани бинуч-и) — 92, ну) 0. 


Она имфеть особою лиею ось 2. 


Выразивъ восинусы угловъ наклоненя нормали по форму- 
ламъ (5), и произведя сокращешя дробей на 


ч 
2608 5 
(возни): > 
получимъ слёдующее: 
208 Е 2080 | зш* Н {д?соззу-- аш) (а*— Бо } 


У, 


605 в: 


з 


оз зв | ати (отоь--блаыио) Ц"- буш } 
еовВ== т , 


— 13. 


Е 

2 

603 я о , 
о 


ТА А, есть сумых кводратовъ чнслителей, 


511 5 6084 (@608*9--В' 10 


Эта фунышя можеть обратиться въ нуль только въ отдЁль- 
ныхь точкахь плоскости (и, 5); в въ безконечность оиё не 
обращается нигдв въ конечной части этой плоскости. 

Чистителн ымфнають свои знаки подъ вшянемъ подстановки: 


—% бот. 


Сл»довательно, поверхность односторонняя, 
Примфръ 3. 


Проведемь черезь ось д плоскость подъ угломъ 9 къ плос- 
кости 202 и построимъ въ ней эллипоь съ дентромъ въ 0 и. 


И 
съ полуосями равными @ и 651 5; пусть вторая изъ михь’ на 


правлена по оси 2; первая будеть лежать въ плоскости 20. 
Мфняя уголь ф оть 0 до т, получимъ безконечное миожество 
эллипсовь, геомотричеекое ыфсто которыхь составит поверх- 
ность, выражаемую уравненями, 
: . 
2—8 сои ©050, уд сои НУ, 256 ЗН 5 

Правых части отихъ равенствъ не ифняются подъ вмянень 

подстановки: 
Я —и, бинт. 


Исключивь %, ® изъ уравнев! поверхности, находныъ: 


Эта поверхность иметь двойною лин ось 5. 


— 14 — 


Въ данномъ случьВ: 


: Ы Ы 
— о долио" + 60846059 ры: 3 


608 @— — 
У ' 

9 (; лзисово —Эоовчияий 2 ) вой 

сов 2 2 2 
‚ 
7Е 

—а*31исози 

608 = и НЫ 


тдБ В есть сумма квадратовъ чнслителей. 


Эта функмя конечиа при всякахь коночныхь зизчежнхъь и, 
$, и можеть обратиться въ нуль только въ отдёльныхь точкахь 
‘плоскости (и, 9). 

Такъ какь подъ вщяшенъ подетановки; 

Я —\, б—о+9и 

числители уфняють знаки, то поверхность охносторонияя. 
ПримЪфръ 4. 
Вовьмемъ ‘поверхность, выражаеную урзвнешями: 


1\. : 1 р 
= (#2 — $ зри-еании, у=|®— ъ 084-0084, 
1 
2=--. 
ъ 


Иравыя части ихь не нёняются оть подотановки: 


. ._Т 
Иичт, =. 


Исключивъ м, $ изь уравнен, находимъ: 


а с и оно 


— 15. 
Эта поверхность вызеть-дьЪ двойныя: лан]: 
1, = 3. 
Вь разематрнаавмомь случаВ выражешя 6055, 6088, 6051, 


1 
послё сокращена нь з выраватся таке: 
мые ром) 
— им, #@ — - Цо— --+-26035 
р й 
— , 
У, 


( д 1 . ) 
— 608%. ®—- {2 — 525 
т ® 
, 


УВ, 


608% == 


%; 
вт = УЕ, 


гдё В, есть сумма квадратовь числителе. 


( Ф- $ #— ь зим, (шие оови)} 
, 


Он» обращается въ нуль только въ отдФльныхь точкахь 
плоскости (и, $}. Такь изкъ ‘`чиелители ифняють знакъ подъ 
влниюиЪ подстановки: 


1 
Я-ичт, =, 
то поверхность односторонняя. 


Примбръ 5. Поверхность Штейнера. 
Возьмем поверхность, выраженную уравнешемъ: 


нуи--ааячЗатуи-=0. 


Она имфать двойныий лини всё три оси координат. 


— 16 
Ту же поверхноеть може выразить такъ: 


24814 608%5112008*0 
зн сови зу сов А * 


&= 


Завши возит о с080 


9 = — Биичнеоинщо сов * 


Зап чезиуи сз 
п и-+ бОБЗиЗНЫ 605% 
Правыя части этихь равенстьь ниварьянтиы ‚относительно 
подстановки: 


Я=т— и, Фр. 


Въ данномъ елучаВ посл сокращен иаходимь: 


—_ (ооовчезииосов\е— ов чя оз 9 очи} ЗННО ЗИ 
сова: = ы -› 


У, 
4 —608*5 301003 Фуа" } $иь 090 
вов = ”, 
УЕ, 
ео { с03*6531020608— 511 } СОЗ 5 Шо 08 
1 УЕ * Е , 


тдь В, сумма квадратовь числителей. Эта функци конечна 
при всякихь конечныхь и, ? и обращается въ нуль только вт, 
отдёльныхь точкахь плоскости, 

Такь какь числители мфвяють знакъ подъ выяень под- 
стаяовки: 


Я=т— м, У=очт, 


то поверхность окносторонняя. 


